MATRICE ZADACI ( I1I DEO)

SOPSTVENE VREDNOSTI I SOPSTVENI VEKTORI MATRICE

Postupak trazenja sopstvenih vrednosti je sledeci:

1) Za datu kvadratnu matricu ( recimo matricu 4) odredimo matricu 4—A/1 , gdeje I, jedini¢na matrica . Znaci,

u datoj matrici po glavnoj dijagonali oduzmemo A . Ova matrica 4— A/ se naziva karakteristi¢cna matrica.

i1) Trazimo vrednost determinante karakteristicne matrice: |det(A4—Al)|. Dobi¢emo polinom po 4. Taj polinom

se obelezava sa P,(A) i naziva se karakteristi¢ni polinom matrice A.

1i1) Dobijeni polinom izjednac¢imo sa nulom: P,(1) =0 . Ovo je karakteristicna jednacina matrice 4. ReSenja

ove jednacine su 4,4, 4,  ( zavisno kog je karakteristi¢na jednacina stepena, toliko ¢e imati i reSenja...) 1

........

nazivaju se sopstvene (karakteristicne) vrednosti matrice 4.
Skup svih sopstvenih vrednosti matrice 4 nazivamo spektar matrice A4 i obeleZavamo ga sa S, (4).

Primer 1.

Odrediti sopstvene vrednosti za matrice:

A_4—1
2) 12

1 3 =2
b) A=|-1 2 1
0 3 -1

ReSenje:

4 -1
a) A=

1 2

1 0
Najpre formiramo matricu 4—A1,, gdeje 1, = {O J , jedini¢na matrica drugog reda.

4 -1 1 0 4 -1 |4 0 4-4 -1
A-Al, = -4 = - =

1 2 0 1 1 2 0 4 1 2-2
Dalje trazimo determinantu ove matrice:

1 2-4
det(A—AT)=A>—61+9

det(A—/II):‘ ‘=(4—/1)(2—/1)+1:8—4/1—2/1+/12+1



Dobili smo karakteristi¢ni polinom:

P(A)=A"-61+9
A2=61+9=0—> A4 =3, 1,=3

ReSavanjem karakteristi¢ne jednac¢ine smo dobili sopstvene vrednosti: 4, =3, A, =3. Vidimo da je ovde u pitanju

dvostruka vrednost ( nula drugog reda), jer su reSenja jednaka.

1 )
b) A{—l 2 1
0 -1
1 3 =2 10 0] [1 3 =272 0 0
A—M{—lz1—/1010_—121—0/10
0 3 -1 |00 1] ]0 3 -1]]0 0 2
-2 3 =2
A-AI=| -1 2-1 1
0 3 -1-2
-2 3 =2
det(A-AD=|-1 2-2 1
0 3 -1-2
-2 3 =2
-1 2-2 1 =(1—/1)-‘2_ﬂ 1‘—(—1)-‘3 140
3 -1-2 3 -1-24

0 3 —1-4
=(1-2)[2=2)(=1-21)=3]+1-[3(-1-1)+6]
=(1-A)[2-24+A+1*-3]-3-31+6
=(1-2)-[A*=1-5]-34+3
=A== A-5-2+ A1 +51-31+3
=1V +217+1-2
=1 (A-2)+1(1-2)
=(A-2)1-2)=(A-2)(1-A)(1+ )

Kad ovo izjednac¢imo sa nulom dobijamo tri razli¢ite sopstvene vrednosti:
A-2)A-)1+4)=0>4-2=0vI-A=0vIi+A=0

A=2, A=l A=-1

Spektar matrice 4 je dakle: S, (4)={-1,1,2}



Postupak trazenja sopstvenih vektora je sledeci:

i) Pronadjemo sve sopstvene vrednosti, to jest spektar matrice 4
ii) Za svaku sopstvenu vrednost posebno radimo sledece:

- A zamenimo u karakteristicnu matricu 4- A1/,

- dobijena matrica je ustvari matrica homogenog sistema koji ¢e uvek biti neodreden, odnosno imace

beskona¢no mnogo reSenja.

Nademo ta reSenja koja nam ustvari daju taj sopstveni vektor.

Malo je zeznuta situacija kad su nule karakteristicnog polinoma dvostruke ili trostruke, pa ¢emo mi na slede¢em

primeru pokusati da vam objasnimo sve tri situacije ( naravno ako govorimo o matrici 3x3).

Odrediti sopstvene vektore slede¢ih matrica:

)A'll

a =

11
1 1 3

b) A=|1 5
13 1
1 2

V) A=|2 4 2
12
5 6 -3

g) =-1 0 1
1 2 1



Dakle, najpre trazimo sopstvene vrednosti:
11 -2 1

A= —>A-Al =
11 1 1-2

(kKA—ﬂU:‘l =(1-A) -1=1-2A+1>-1=1"-24

»
P (A)=1"-22
AP=2A=0—> A,=0, A, =2

Dobili smo dve razlicite sopstvene vrednosti, sad ih vra¢amo u karakteristi¢nu matricu:

A4=0

T -0 1 | |11
A= Do Th
Odavde pravimo homogen sistem i reSimo ga:

x+y=0
x+y=0

x+y=0->y=-x->(xy)=(x,—x) xeR
E sad, svaki profesor ima svoja obelezavanja...
Vi naravno radite kako vas profesor zahteva, a mi smo naucili da sopstvene vektore izrazavamo preko grckog

alfabeta...

;1 =(a,—a)=a(l,-1)| evo prvog sopstvenog vektora.

Vra¢amo i drugu sopstvenu vrednost u karakteristicnu matricu:

A,=2
1-2 1 -1 1
A-A1 = =
1o1-2| |1 -1

Pravimo homogen sistem:




-x+y=0
x—y=0

x=y—>(xy)=(x,x) xeR

Odavde je drugi sopstveni vektor: xj =(p,0)=p0,1)

-4 1 3
det(A—AI) =

1
3

1-4 1 3(1-4 1
1

1 5-4 =(1-A)G-A)1-A)+3+3-11-A)-11-1)-9(5-1) =
301 1-4 3 1

Dobili smo karakteristi¢nu jednac¢inu:

P(A)=-2*+71>-36
A —T1>+36=0

Evo malog problema... Karakteristicna jednacina je tre¢eg stepena, njene nule ¢emo naci tako $to posmatramo slobodan

¢lan, dakle 36 i1 brojeve sa kojima on moze da se podeli: £1,£2,+3,...
Redom ih menjamo u karakteristicnu jednacinu dok ne dobijemo nulu . ( podsetite se Bezuove teoreme).
Kodnasjeto: (-2)'—7(-2)°+36=-8-28+36=0—

Sad ceo karakteristicni polinom delimo sa (4 +2). Podsetite se deljenja polinoma. Imate kod nas na sajtu, fajl I godina.



(AP =TA*+36):(A+2)=A"—94+18
T4 +20°
-91* +36
F94° F184
184+36
+184+36

A2 -94+18=0->[1=6][1=3]
S,(A4)={-2,3,6;
Imamo tri razliCite sopstvene vrednosti, pa za svaku posebno:

za A =-2

31 3
A-(-DI=| 1  5-(=2) 1 |=]1 7 1
31 3

3x+y+3z=0
Ix+7y+1z=0
3x+y+3z=0
3x+y+3z=0
Ix+7y+1z=0...../-3
3x+y+3z=0

3x+21y+3z=0

y=0->3x4+3z=0>z=-x
(xayaz):(xaoa_x) x€R

x = (,0,-a) = a(1,0,-1)

za A, =3
1-3 1 3 -2 1 3 1
A-31=| 1 5-3 1 |=|1 2 1 |~Ivrstaill vrsta zamene mesta ~| =2
3 1 1-3 31 =2 3
2 1 1
Ivrsta -2 + Ilvrsta — Ilvrsta
~10 5 5 |~ Ilvrsta + Illvrsta — Ilvrsta ~| 0
Ivrsta - (=3)+ IlIvrsta — Illvrsta 5 _s 0



Kao Sto vidite, moramo da znamo i rad sa matricama da bi lakse resili dobijeni homogeni sistem.

1 21
Iz |0 5 5| napravimo sistem:
0 00

x+2y+z=0

Sy+5z=0—>|y=-z
X+2y+2=0>x-2z+z=0-[x=z]

(x,y,z2)=(z,—-z,z) zeR
%, = (BB, )= B(,-1,1)

za A;,=6
I-6 1 3 -5 1 3 1 -1 1
A-6l= 1 5-6 1 |=|1 -1 1 |~Ivrstaill vrsta zamene mesta~|-5 1 3 |~
3 1 1-6 3 1 -5 3 1 =5
1 -1 1

~10 -4 8 |~ Ilvista+ Illvrsta — [llvrsta
Ivrsta - (=3) + IlIvrsta — [llvrsta 4 g

Ivrsta -5 + Ilvrsta — Ilvrsta

1 -1 1
~0 -4 8

0 0 O
x—-y+z=0
—4y+8z=0—>|y=2z
x—y+z:0—>x—2z+z=0—>
(x,y,2)=(z,2z2,2)
X, =(7.27,7) =y(1,2,])

-2 2 1 -1 2
A-AI=| 2 4-4 2 |>det(d-AD=| 2 4-1 2
2 1-4 1 2 1-2



1-4 2 1 |1-4 2

2 4-4 2| 2 4-A=(1-A@-D)+4+4-4(1-2)-4(1-A)—(4-1)=

1 2 1-2] 1 2
=(1-22+A) (4= ) +8-4+41—-4+41-4+ 2
=4-A-8A+24° +424° -1’ +91-4
=-A*+64° =17 (6-1)
A(6-1)=0>4=4,=0, 4, =6

Sad imamo da je nula dvostruka sopstvena vrednost:

za A=0
-0 2 1 1 21
A-0-I= 2 4-0 2 |=|2 4 2
1 2 1-0 I 21
x+2y+z=0
2x+4y+2z=0
x+2y+z=0

x+2y+z=0->x=-2y-z

(x,y,z)=(2a-p,a,p) gdejea,ferR

Akouzmemo daje f=0— (2a-p,a,0)=(2a,2,0)=a(-2,1,0)
Akouzmemo daje a =0 — (2a—f,a, ) =(-4,0, ) = f(—1,0,1)

(2a-B,a,B)=a(-2,1,0)+ S(-1,0,1)
x =(=2,1,0) A x, =(-1,0,1)

za A=6
1-6 2 1 =5 2 1 1 2 =5
A-6I=| 2 4-6 2 |=|2 =2 2 |~bwstaz=Illvrsta~| 2 -2 2
1 2 1-6 1 2 -5 -5 2 1
2 =5

Ilvrsta + Ivrsta - (—2) — Ilvrsta

IlIvrsta + Ivrsta -5 — Illvrsta
0 12 -24

x+2y-5z=0

—6y+12z=0—>|y=2z
Xx+2y—5z=0>x+2-2z-5z=0—|x=2z|
(x,y,2)=(z,2z,z) zeR

X =(7.27,7) = 7(1,2,1)

1

~10 -6 12 |~Illvrsta+ Ilvrsta-2 — Illvrsta ~| 0
0 0

2
-6

-5
12
0



A-Al=| -1 0-4 1 |=| -1 -1 1
1 2 1-4 1 2 1-2
5-4 6 -3
det(A-AD)=| -1 -1 1
1 2 1-2

5-4 6 -3|5-1 6

-1 -2 1| -1 “2==A6-D)1-A)+6+6+6(1-1)-2(5-1)-34
1 2 1-4 1 2

= A5-51-A+A)+12+6-61-10+21-31

=-51+64" -1 +8-71

=1 +61°-51+8=2-1)

2-2)=0-[1=2]

Evo situacije gde imamo trostruku sopstvenu vrednost:

A=2
5-2 6 -3 3 6 3
A-2I= -1 0-2 1 |=|-1 -2 1
1 2 1-2 1 2 -1
3x+6y—-3z=0
—x—-2y+z=0
x+2y—-z=0

x+2y-z=0->z=x+2y > (x,y,2)=(x,y,x+2y); x,yeR
(@, B,a+2p)

a=0-(a,B,a+26)=(0,5,20) = p(0,1,2)
=0->(a,p,a+2p)=(a,0,a)=a(1,0,1)

x=(a,B,a+28)=a(l0,)+ A(0,1,2)
x =(1,0,1)
x, =(0,1,2)

;3:(1,1,3) zarecimo o =1A f =1



I jo§ nam ostaje da pokusamo da vam objasnimo kako se trazi matrica 4" uz pomo¢ sopstvenih vektora.

U fajlu matrice zadaci (I deo) smo trazili matricu 4" na dva nacina: logicki i to dokazivali matemati¢kom indukcijom i
preko binomne formule. Videli smo da na ova dva nac¢ina radimo kad su u pitanju specifi¢ne matrice.

Rad sa sopstvenim vektorima zahteva mnogo posla...

1 1 3
Data je matrica A=|1 5 1|.lIzraCunati 4", gdeje ne N
31 1

Kao s§to rekosmo, prvo treba naci sopstvene vrednosti i sopstvene vektore.

1-4 1 3

A-Al = 5-4
3 I 1-2
-4 1 3
det((A-Al)=| 1 5-4
3 I 1-4
1-4 1 3
1 5-4 1 |= poslesredjivanja =(1+2)(3—-A4)(1—-6)

301 1-4
(A+2)3-A)A-6)=0—>A4 =-2, 1, =3, 1, =6

za A=-2
1+2 1 3 313 1 7 1
A== 1 542 1 |={1 7 1|~Iwrstac——=Ilvrsta~|3 1 3|~
3 1 1+2 313 31 3
7 1 1 7 1

Ilvrsta + Ivrsta - (=3) — Ilvrsta

~ ~0 =20 0|~|0 -20 O
IlIvrsta + Ivrsta - (=3) — Illvrsta

-20 0 0 0 O
x+7y+z=0

-20y=0—>|y=0
x+7y+z:0—>x+z:0—>

(xayaz):(xaoa_x)a xeR

x =(a,0,—~a) = a(1,0,-1) > za a=1 je| x, =(1,0,~1)

10



1-3 1 3 -2 1 3 1 2 1
A-31=| 1 5-3 1 |=|1 2 1 (lvistac——=Ilvrsta|-2 1 3 |~
3 1 - 1 2 3 1 2
1 2 1 2 1
Ilvrsta + Ivrsta -2 — Ilvrsta
0 5 ~ Illvrsta + [lvrsta — [lvrsta~|0 5 5
" IIlvrsta + vrsta- (-3)—> vrsta
0 0 O
xX+2y+z=0
59+5z=0>y+z=0->|y=-z
x+2y+z=0->x-2z4+4z=0->
(x,y,z)=(z,-z,z) z€eR
x,=(B.-B.8) =BU-L)>za f=1 je|x,=(1,-11)
za A=6
1-6 1 3 -5 1 3 1 -1
A-6I=| 1 5-6 1 (=1 -1 1 |~brsta——Ilvrsta~|-5 1 3
3 1 1-6 3 1 -5 3 1 -5
1 -1 1 1 -1 1
Ilvrsta + Ivrsta -5 — Ilvrsta
~10 -4 8 |~Ilvrsta+ Ilvrsta — [lvrsta~|0 -4 8
Illvrsta+ Ivrsta - (—3) — Ilvrsta 4 g 0 0 0

x—y+z=0

—4y+8z=0—>|y=2z

x—y+z=0—>x—2z+z=0—>
(x,y,z)=(z,2z,z) zeR

X, = (7,27, 7)=y(1,2,1) > za y=1je| x, =(1,2,1)

Nasli smo sopstvene vektore, 1 izabrali proizvoljne vrednosti za «, f 1 y. Najcesce se uzima jedinica ali moze i neki

drugi broj.

Formiramo matricu S tako $to sopstvene vektore naredjamo po kolonama:

11



Sta je ovde ideja?

Pravimo dijagonalnu matricu D:

D=S"-4-§ , ako je kvadriramo , dobijamo:

D=S"A-S>D*=(S"-A-5) =(S"-A4-S)(S"-4-S)=5"-A[s-57]- 4.
SDP=5" 45

Dalje bi bilo:

D’=D*D=S"-A.5-5'-4-S 5D’ =5"- 45|

Zakljutujemo daje: D" =S"'-4"-5]|

Odavde ée biti:

D'=8"'.4"-8 mnozimo sa leva sa S

S-D"=[s.s7] 4"

S-D"=4"-S mnozimosadesna sa S

S-D"-S"=4"-|S-S"]
S-D"-S'=4"
A4"=S-D"-S'

Pa da krenemo polako na posao: S~' = adjS
det S
1 1 1
S=10 -1 2
-1 1 1
1 1
-1 2 1 1
detS={0 -1 2[=1 -1 =-3-3=-6
1 1 -1 2



S3
-85, =-1

I
2

1

2
_1!

[o]

1

0
I
0

-5,
—8,=-2 S

— [ —~ — [ —
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-2 0 0 2" 0 0
Jasnojedavazi: D= 0 3 0|—>D"= 30
0 0 6 0 6"
Rekosmodaje: A4"=S-D"-S
1 1]|(=2" 0 o [3 0 3]
A= 0 -1 2 0o 3 %2 -2 2
-1 1 1 0 0 6"| |1 2 1]
| 1 1 12" 0 0{([3 0 3]
A”:g 0 -1 2 0 3 02 -2 2
-1 1 1 0 0 6"||1 2 1]
3-(-2)"+2-3"+6" -2-3"+2.6" -3-(-2)"+2-3"+6"
A”zl -2-3"4+2-6" 2:3"+4.6" -2-3"+2.6"
-3-(-2)"+2-3"+6" -2:3"+2.6" 3-(-2)"+2-3"+6"

I evo je trazena matrica 4" .
Jo$ jednom vam napominjemo da ¢e vas profesor verovatno imati druga obeleZavanja, pa vi isposStujte njega a mi se

nadamo da smo vam priblizili postupak.
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